Polinomi

predavanja




Osnovne definicije
» Definicija 1. Opsti oblik polinoma n-tog stepena je

Plz)=ap+ayx+--- +a,z" = Zﬂ-kl'k
k=0

gde su
a,€R, k=0,1,...,n (a,, # 0) - koeficijenti polinoma,
a, - slobodan ¢lan

X- promenljiva

Ako je kocficijent a,, # 0, za polinom P(x)
kazemo da je stepena n i to oznacavamo sa dg P(xr) = n. Za koeficijent
ayn, # 0 kazemo da je vodedi ili najstariji koeficijent polinoma P(x).




Primer 1.

P(x)=4x" +6x* —2x+7

ovaj polinom je stepena 3 a najstariji koeficijenat je 4.

» slobodan ¢lan dobija se kada umesto x stavimo 0, P(0)=7




Polinom nultog stepena je konstanta:
Py(z) =ag, ag € R, (ag #0).

Specijalno, ako je u prethodnom polinomu a, = 0, tada takav polinom
nazivamo oo ol

Polinom prvog stepena je oblika:
P (z) =aix + a9, a,a € R, (a) #0).
i senaziva oorno oo, Polinom drugog stepena je oblika:
Py(z) = ap2® + a1z + an, az,a1,00 € R, (az #0).
1 naziva se kvadratna funkeija.
Polinom treceg stepena je oblika:

Py(z) = aza® + apa® + ayz + ag, a3,az,a1,09 € R,

(a3 # 0).

inaziva se e bk,




Primeri

degree common example leading leading
name coefficient term
0 constant 2 2 2
1 linear 3r—1 3 3
2 quadratic 2 4 2z — 4 1 2
3 cubic —z3 — —1 —q3
: 1,.4 3 1 1,4
4 quartic 2x" —x” + 1 3 5T
5] quintic —32° 4+ 2% — 12 -3 —3z°




» Definicija2. Za polinom

O(zx) =040z + --- + 0™ + 0"

kazemo da je nula pelinom

» Stepen nula polinoma se ne definiSe, smatra se da je neodredenog
stepena.

» Definicija 3. Za polinom ¢iji je vodeci koeficijent jednak jedinici
kazemo da je monican, ima oblik

P(z)=ap+aiz+ - +ap 2" " +2".




» Definicija 3. Polinomi

Plz)=ay+ajz+--- +ape" i Qz)=by+byz+--- +bpz"™

su jednaki ako i samo ako je ap = by za svako k = 0, tj. kada su njihovi
koeficijenti jednaki.
» Definicija 4. Nula polinoma je broj a e C za koji vazi P(a)=0. U tom

sluc¢aju kazemo da se polinom anulira u tacki x=a. Nula polinoma je
resenje 1l koren algebarske jednacine P(X)=0.

Polinom P(z) = 2(z — 1}2:.-: imatrinuleitozaxz = 1 dvostruku i z = 0 jednostruku nulu.




Operacije sa polinomoma

» Zbir, razlika 1 proizvod dva polinoma je polinom.

» Definicija 5. Za polinome

P(z) =ap +arz+--- +apz™ i Qx) =byp + bz +--- + bypa™

zbir 1 proizvod su redom

(P+Q)(z)=Plr)+Q(z) =co+er1x+--+ +crz”

(PQ)(x) = P(x)Q(z) = do + drx + -~ + dyz”,

gde su
cp = ap + by ([] <k<r= max{n?m}) dg(P + Q)(x) < max{dg P(z),dg Q(x)}.

k
dy. = Zﬂ'—ibk—i (0<k<s=n+m). dg(PQ)(z) = dg P(z) + dg Q(x).
i—0




» Razlika dva polinoma

(P—Q)(x) = P(x) + (—Q(x)).
» Primer. Za polinome P(x)=3 X —4x* +6x—7
O(x)=4x° —2x* +12x+3

P(x)+0(x)=(3x" —4x" +6x—T)+(4x" —2x* +12x+3)
=32 —4x’+6x—T+4x -2 +12x+ |27 —6x7 +18x—4

P(x)-0(x)=(Bx" —4x* +6x—7)—(4x° = 2x* +12x+3) =32 —4x 4+ 6x—T—4x°+25°—12x-3

=|-x —2x" —6x—10




Primer

» Zapolinome PFz)=32"-4’+2-5 i Qu(z)=5z"-Tx+6

» Zbir irazlika su

P;(z) + Qa(z) = (32 — 42° + x — 5) + (5z® — Tz +6) = 3z + 2* — 6z + 1,
Py(z) — Qz(z) = (32 - 42® + = — 5) — (52? — Tz + 6) = 32® — 92° + 8z — 11.

» proizvod ovih polinoma je polinom

Ts(z) = Ps3(x) - Qz(x) = (32 — 42° + 2 — 5) - (5x® — Tz + 6) =
=3-52° + (3-(-T7)+(—4)-5)a' + (3-6+(-4)-(-7)+1
-5)z’+
+((—4) 6 +1-(=7)+(=5)-5)z* + (1: 6+ (=5) - (=7))=
+(=5)-6=
= 152° — 412" — 52 — 562 + 412 — 30.




Deljivost polinoma

» Zarazliku od operacija sabiranja, oduzimanja | mnozenja
polinoma, operacija deljenja polinoma nije zatvorena u skupu svih
polinoma, tj. deljenjem dva polinoma ne dobija se uvek polinom.

» Deljenjem dva polinoma, pored koli¢nika u opsStem sluc¢aju moze
se javiti 1 ostatak.

» Primer

( 32° —42® +2¢r -1 ) :(a*-2x+3)=3zx+2
3= — 6z + 9z
222 —Fp —1
ozl _d4r 46
— 3T -7




Deljivost polinoma

Stav. 7a proizvoljne nenula polinome P(x) i S{x) postoje jedinstveni
polinomi Q(x) i R(x) takvi da vaZe:

P(z) = S(z) - Q(z) + R(z). (2)

gde je R{x) il nula polinom ili je stepena niZeg od stepena polinoma
S(x). Jedinstveni polinomi @(x) | R(x) za koje vazi (2) nazivaju se tim
redom Lolicniki ostatal pri deljenju polinoma P(ax) polinomom S{x).

Primer. U prethodnom primeru je Q(x) = 3z + 2, dok e
Riz)= -3z -T.

U sluéaju da je Rix) = 0, tj. da vazi:
Plz) = S(z) - Q(x)

kaZemo da je polinom P(:x) deljiv polinomom S(z) ili da se polinom S(z)
sadrZi u polinomu P(x). To oznacavamo sa § |P.




Osnovna teorema algebre i njene
posledice

» Teorema. Svaki polinom stepena » 1ma bar jednu nulu u skupu
kompleksnih brojeva.

» Bezuov stav:

Ostatak pri deljenju polinoma P(x) sa (x-a) jednak je P(a), to jest vrednosti

polinoma P(x) u tacki x=a. Ako je P(a)=0, deljenje je bez ostatka.




» StaVv. Svaki polinom #— tog stepena mozZe se napisati u obliku
P(E) = Hﬂ(z —a }(E —a, )'"(‘E o ﬂn)

gde su ¢, a,.,...,, koreni polinoma i a, koeficijenat uz z".

» Definicija.
Ako je polinom P deljiv polinomom O(z) = (z - a)*, a nije deljiv polinomom

S(z)=(z—a)"™, kaZemo da je anula reda k polinoma P.




Kanonicko razlaganje na faktore

» Neka su  zy, 9, ..., z, medusobom razlicite nule
polinoma P(x) stepena n sa redom visestrukosti k; k,,. . ..k,
respektivno. Tada vazi faktorizacija

P(x) = ap(z — x1)" (& — x)"2 - (& — )™,
gde je ky + ko + -+ + ky, = n, a ay, je najstariji koeficijent polinoma P(x).

Faktorizacija se naziva kanonicko razlaganje polinoma P(x) na
faktore.

Kanonic¢ko razlaganjeje jedinstveno.




» Stav.

Polinom P stepena » ne moiZe se anulirati za vise od » razlicitih vrednosti

» Stav.

Ako je kompleksan broj o nula realnog polinoma, tada jei a
nula tog polinoma.




Vietove formule

One predstavljaju vezu izmedju koeficijenta 1 nula polinoma. Pomocu njih se ¢esto mogu
resavati jednaéine P(x)=0. Neka je dat polinom :

P(x)=ax"+a,_x"" +.+ax+a,
I neka su ¢, ,....,&, koreni (nule, reSenja) date jednacine, tada je:

a
o+ +..+a, =—-"1

aﬂ

[}
0 + Ol + .. O, + OO + .t o, =

a,

arr—3

a O Oy :(—1)"a—




Hornerova sema

» Hornerova Sema je postupak za jedinstveno odredivanje koli¢nika 1
ostatka pri deobi polinoma P(z) polinomom (z-z,)

P(z) = (2 — 20)(bp_12"" 1 + ... + brz + by)+P(2)

Hornerova sema:

) ap An—1 az | aj ag

bn—l bn_g - bl b{] P(Z[])

bn—l = Un,
bn—2 - bn—l “Zptap_1,

b3 ="0bp 920+ Ap—2,

P(Z(]) =by - 29 + ap .




Hornerova sema

Hornerova sema:

20

az

ay

ao

bn—l = ln,

bn—l

bp_92="by 120+ ay_1,

b3 =">bn 9220+ a, 2,

P(E{]) =by- 20+ agp -

P(20)




