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1. Signali

1. 1. Prikaz signala

1.1.1. Pretpostavimo da je signal, napon iz elektricne mreze Ver =220V, f=50Hz. Signal

prikazati kao analiticku funkciju, tablicno 1 graficki.

Rjesenje:
Maksimalna vrijednost napona je Vyux = 220-4/2 = 311V. Frekvencija zadanog
signala f = 50 Hz, te je perioda signala T = 1/f = 20 ms. Pocetna fazni kut harmonijskog -

kosinusnog signala je ¢y = 0°.

Izraz za trenutnu vrijednost napona je

v(t) = Vmax cos (ot + @)
v(t) = 311 cos 2 zft + @)

Analiticka funkcija kojom je prikazan promatrani signal je:
v(t) = 311 cos (314 1) [V]

Zelimo prikazati jednu periodu signala T=20 ms, te za neovisnu varijablu — vrijeme
odabiremo nekoliko vrijednosti u rasponu od 0 ms do 20 ms. Za crtanje grafa pogodno je
imati Sto viSe tocCaka, ali je tada i izracun vrijednosti funkcije obimniji, te se odlucujemo za

kompromis, 8 do 20 tocaka po periodi.

Formiramo tablicu sa 20 trenutnih vrijednosti napona v(t):

t[ms] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
vO[V] | 3110 | 2958 | 2516 | 1826 | 96,1 | 0 | -96,1 | -182,6 | -251,6 | -295.8
t[ms] 10 11 12 13 14 [ 15] 16 17 18 19

vO[V] | -311,0 | 2958 | -251,6 | -182,6 | -96,1 | 0 | 96,1 | 182,6 | 2516 | 2958

Sada mozemo nacrtati graf signala, funkcije v(¢) = 311 cos (314t).
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Slika 1. Graf signala v(t)=311 cos(314t) [V]

Amplitudu i fazu signala u ovisnosti o frekvenciji (spektre amplituda i faza) crtamo u

pravokutnom koordinatnom sustavu:

350 311 [V] 180 - °
300 + VIV ool
250 + 90 +
200 + f [Hz]
150 + 0 +—+—+—+—+——+—+—+—+—+—
100 +
50 1 f [Hz] %0 y 5
0 +—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+
0 50 -180 L+

Slika 2. Spektar amplituda i spektar faza signala v(t)=311 cos(314t) [V]

Amplitudu 1 pocetnu fazu za poznatu frekvenciju =50 Hz, graficki je moguce

prikazati u polarnom koordinatnom sustavu.

Im
=50 Hz #(1)
“"“\ P =0° Slika 3. Fazorski prikaz signala
0 v(t)=311 cos(3141) [V]
Ny Re

1.1.2. Signal je zadan jednadzbom:

s(t) = 10 sin (12566,36 1) + 15 sin (18849,56 -t + 0,5236) [V]

Graficki prikazati signal u vremenskoj i frekvencijskoj domeni. Nacrtati fazorski

prikaz signala.
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Rjesenje:

Iz jednadzbe kojom je signal zadan, odmah je moguce zakljuciti, da je sastavljen od

dvije harmonijske — sinusne komponente:

Amplituda Frekvencija Pocetni kut u izrazu za s(t)
Si[V] Ji [Hz] @ [rad]
si(t) 10 2000 0
S1(1) 15 3000 /6

Perioda signala s;(?) je 1/2000 = 0,5 ms, a signala s,(?) je 1/3000 = 0,33... ms. Perioda
zbroja s(¢) je T =1 ms, te taj vremenski interval i uzimamo za crtanje signala. Primjenom
programa Microsoft Excel, izracunate su vrijednosti (At = 10 ps, 120 vrijednosti) i nacrtan je

graf. Zbog velikog broja vrijednosti, tablica nije ispisana.

30.00 -

20.00 s1(f)+s2(t)

2

0.00E+00 4.00E-04 .10E-04 /00E-03
t[s] \

-10.00 -

-20.00 A

-30.00 -

Slika 1. Grafovi signala s;(t), s2(t) i s1(t) + s2(2)
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Slika 2. Spektar amplituda i spektar faza signala s(t)
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Slika 3. Fazorski prikazi signala s;(t) is(t)

1. 2. Spektar periodi¢nog signala - Fourierov red

1.2.1. Odrediti spektar periodi¢nog slijeda pravokutnih impulsa valnog oblika prikazanog na

slici:
e(ty E
""""" T T T

| | | | | |

L PEN O

< ! T > | | |

! ! ! ' ' '
0 t t t
Slika 1. Periodicni slijed pravokutnih impulsa

Rjesenje:

Signal je moguce prikazati izrazom:
E t|<t<t
e(t) = (1)
0 ostatak periode T
Spektar zadanog signala odrediti ¢emo primjenom Fourierova reda trigonometrijskih i
eksponencijalnih funkcija. Fourierov red trigonometrijskih funkcija prikazan je slijede¢im

izrazom:

o0
% Z(ak coskw t+ by sinka)lt) k=123... (2)
k=1
Osnovna frekvencija @, jednaka je :

o =21, = G)
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Koeficijente reda a; odredujemo kao:
t+T
2
a =7 [e(t) coska,t dr ()
tl

Imajudi u vidu definirani signal e(?) (1), izraz (4) postaje:
2E
a, = TJcoskwlt dt (%)
1

Rjesavanjem integrala dobije se :

2E . .
a, = ka)lT[Sm kot, —sin ka)ltl] (6)

Sli¢no, za koeficijente uz sinusne komponente Fourierovog reda, dobije se:

5 t+T
b=~ [e() sinkoyt di (7)
25"
b == [sinke,t dr (8)
2E
b, =— ka)lT[COS kat, —cos ka)ltl] 9)

Iz izraza (4), za koeficijent istosmjerne komponente (k=0), dobije se izraz:

) L+T
a=" tje(t) dt (10)
1
2
ay =7tjdt (11)
1
2E 2E r
aoz?(z‘z—tl)=71=2E? (12)

. T .
Uvodenjem oznake o = 7 ap konacno je :

a,=2Fa (13)

E e[t) T—

Slika la. Signal pomaknut po

= T4 vremenskoj osi, tako da je t;=0

ty to

Ako je ¢, =0 tadaje t, = 7, te se izraz (6) pojednostavi:
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‘ [sin ke, 7] (14)

a, =
“ ko, T

Uvrstavanjem (3) u (14), dobije se:

a, = ;E [sinkz—”z'} (15)
KT r
T
E
a, =—1|sin 2krza 16
; kﬁ[ ] (16)

Sli¢no, iz (9) za b, , dobije se:

2E

b, = m[l— cos k7] (17)
b, =£[l—cos2k7za] (18)
kr
Pomicanjem signala po vremenskoj osi, koeficijent istosmjernog ¢lana se ne mijenja:
a,=2Ea (13)

Za svako k u izrazu (2) imamo po dvije komponente: kosinusnu i sinusnu. To zna¢i,

da je amplituda & -tog harmonika Ay jednaka:

A, =+a +b] (19)

Uvrstavanjem (16) 1 (18) u (19), dobije se:

E ' TE ’
A, = [— sin2k7m} +{—(1—cos2k7ra)} (20)
kr kx
E . 2 2
A, =—/|sin2kza| +|(1-cos2kra 21
= [sin2ezal +[( ) an
E .2 2
A, = k—\/sm 2kzma +1—-2cos2kna + cos” 2kna (22)
T
E
A, =—A~2-2cos2kna (23)
km
Buduéije cos2a = cos’ a —sin’ a, dobije se :
_ E 2 )
A, = E\/2(1 —cos” kza + sin kﬁa) (24)
A, = 5\/4 sin® kza (25)
V4

A4, = i2 sinkra (26)
km s
a
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sinkzo

A, =2Ea 27)

krna

Izrazom (27) odredeni su moduli jednostranog spektra amplituda slijeda

pravokutnih impulsa (1).

E t . .
E[L T Slika 1.b. . Signal pomaknut po

vremenskoj osi,

tako daje t;=-12, t,=172

-T2 2
: T . T . .
Akoje ¢, = 5 tada je ¢, = 5 te se iz (6) dobije:

2F
ko, T

a, =

[sin ka)1£+sin ko, 1} (28)
2 2

Uvrstavanjem (3) u (28), dobije se :

a, = iE[ 2{5111 k2—”1} (29)
T
2F .
a, =—-sin kza 30
= //2 (30)
o
a, = 2Eq S K7 G1)
ko

Za koeficijente b, dobili bi iz (9) slijedece:

b, =- 2k [cos ka)lz—cos kwlz} (32)
ko, T 2 2

Kako vidimo, b, =0 Vk ! To znaci, da signal parnog valnog oblika u spektru ne

sadrzi sinusne komponente.

Ako je a=0,5, dobije se iz (13) za koeficijent Fourierovog reda za istosmjernu

komponentu:
a,=E (33)
Imajuéi u vidu (2), veli¢ina istosmjerne komponente je:
E
4=2 V] (34)

. 1 ..
Uvrstavanjem o = 0,5 = B u (31), dobije se
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1 sin kz—
a, =2E5—12 (35)
kx—
2
a, = E% (36)
T

Buduéije b, =0 Vk ,toje A4, =a,.Isti bi zakljucak dobili i uvr§tavanjem o =1/2
u izraz (27). Dakle, amplitude harmonika za pravokutni signal kod kojega je a=1/2,
t,=—1/2,t,=1/2,jednake su :

4, _pSn kT2 05 (37)
kn/2
VeliCina istosmjerne komponente jednaka je :
E
A, = 5 (34)

Uvrstavanjem k =1,2,3... u (37) dobijemo amplitude pojedinih harmonika:

k 0 1 2 3 4 5 6
A E/2 2E/n 0 2E/3n 0 2E/5n 0
A 0,5E 0,637 E 0 0,212 E 0 0,127E 0

Jednostrani spektar ampituda prikazan je grafom na slici 2.

Slika 2. Jednostrani spektar amplituda slijeda pravokutnih impulsa za a =1/2

0,7

06T
05+
04+
03+
02+
01+

0

0,5
0,212
0,127 0,091 0,071
0 0 ” 0 |'| 0 o
012345¢6 7829 ¢

Komponente su relativne u odnosu na amplitudu impulsa E

Mozemo sada postaviti jedno opée pitanje:

Kada u spektru slijeda pravokutnih impulsa amplitude pojedinih harmonika postaju

jednake nuli?

Pogledajmo, jo$ jednom, izraz (27):
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k=1234.... (27)
Vidimo, daje 4, =0 akoje sinkza=0,atojeza

kn%:pﬂ i=123... ieN (38)

Zakljucak je slijedeci:

A, =0, ako je k =i-a. Kako je k cijeli broj kao 1 i, to znaci da je a reciprocna
vrijednost cijelog broja. Vidjeli smo, daza a¢=1/2 2., 4., 6. ... komponenta imaju vrijednost

0. Slicno, za a@=1/3, u spektru ¢e izostati 3., 6., 9., 12., ... komponenta, za a=1/10,

izostati ¢e svaka deseta, itd.

Ako pretpostavimo da @ — 0, ili @ — 1/, to znaci da ¢e u "jako uskom" impulsu
tek harmonik visokog reda (k—o0) biti jednak nuli. Prakti¢no, to znac¢i da "uski" periodi¢ni

impulsi sadrze veliki broj komponenata - harmonika.

Odredimo, sada, spektar slijeda pravokutnih impulsa primjenom kompleksnih

eksponencijalnih funkcija. U tom slucaju, Fourierov red definiran je na slijede¢i nacin:

«1)= Y ek (36)

k=—0
Koeficijente C, ratunamo kao :

+T

4 .
Ck :% I e(t)e_jka)ltdt k :---_3:_2:_17031’2’3"‘ (39)
4
c = Ef ko, (40)
T t
1
¢ =L L _(ikot _ ko) @1)
T —jko,

Uvrstimo li ¢, =¢, + 7, dobije se:

C, = E .1 (e—jka)ltle—jka)lr B e_jka)ltlj (42)
T —jko,

C - E '1 e—]ka)ltl(e—jka)lr 3 1) @3)
T —jko,

Primjenom jednakosti:
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i —jkoi( —jko: kw?
e]kan—lze] z(ej z—ej ZJ, (44)
od (43) dobije se:
E 1 —jlkwt+kow o) —jkw* ko~
C == ¢ J(ka, 12)(6 J 12_61 12] I (45)
T —jko, e
/2
jka’l% —jkah% I r
- —jke, (t, +=
¢, -ELS e ket (46)
T 2jkw, 5
sinko, & — ko (t, + &
¢, = g LSMI01T mkea (it ) 47)
T ko, >
Ako je t, =—7/2 (sl. 1.b.), koeficijenti postaju realni:
sinkw | —
c,=E—->2"""17 (48)
T ko,
. 2 . .
Kako je o, =27f, = T (48) se pojednostavi:
sinkza
C. - Ea (49)
kra
Za k=0 (istosmjerna komponenta) dobije se :
C =Ea (50)
Za a =0,5, dobijemo
E si 2
_Esmkri2 o 3 o 10123, (51)
2 krm/2
UvrStavanjem vrijednosti za k, dobijemo tablicu :
k -3 -2 -1 0 1 2 3

C|-011E | 0 | 0318E | O5E | 03I8BE | 0 | -0,11 E

Prikazan grafom, dvestrani spektar amplituda nalazi se na slici 3. Prikazane su

apsolutne vrijednosti.
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Slika 3. Dvostrani amplitudski spektar slijeda pravokutnih impulsa za o =1/2, E=1

alfa =0,2
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Slika 4. Dvostrani spektar amplituda slijeda pravokutnih impulsa za a=1/5, E=1

1.2.2. Odrediti spektar “pilastog” signala prikazanog na slici:

Slika 1. Pilasti signal periode T=1 ms i amplitude E=4 'V
et) =8tT, za -T2<t<T/2

Rjesenje:

Zadani signal neparna je funkcija vremena, te vrijedi:
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aj =0, Ak Zbk

o) T/2
by == [e(t)sinke ¢ dt
T—T/2

T2
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k=g J. —tsinkw,t dt
T 7,
/2
bk=1—2 [tsinka,z di
-T2
) sinax Xxsinax
Ixsmaxdxz o
a a
- /2
b — 16 sin(kwlt) xcos(ka)lt)]
k= 2 2
1 (ko) ko, -T2
sin(kMT) T-cos(kzﬂT) sin( kzﬂTj _Z.C (_kMTj
b _ 16 T2 2 T2 T2 2 T 2
k 2 2 2
! (km) k2l (kh) kz—”
i T T T T
T T
, 16 sin(kx) _E'COS(kﬂ')_Sin(_kﬂ)_E'COS(—kﬂ)
k T2 17 2 27 ' 2 o
k= k—— il k=
( Tj T ( Tj T
, 16 O_-cos(k;r)_o_-cos(—kﬂ)
koo 2r 27
k—— k—
L T T
16| cos(kx)
b _F Y
k5
L T
b Z—iCOSkﬂ, k=123
k kr

Vrijednost koeficijenta by nisu jednake nuli niti za jedno k # 0. Nekoliko vrijednosti

prikazano je u tablici:

k

1

2 3 4 5 6

7

by

2,546479

-1,27324 | 0,848826 | -0,63662 | 0,509296

-0,42441

0,363783
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Slika 2. Koeficijenti by Fourierova reda pilastog signala

Negativne vrijednosti za b; znace, da je faza sinusne komponente « [rad] tj. 180°.

1.2.3. Odrediti spektar RF impulsa (isprekidanog harmonijskog signala) prikazanog slikom:
E
Slika 1.
Periodicni
RF impuls
-T/2!
< T —>
Rjesenje:

Za vremenski interval -1/2 <t < 1/2 signal je y(z)=E-coswt. Koeficijente Fourierova

reda eksponencijalnih funkcija nalazimo kako slijedi:

1 7/2
— —jkayt
Co=— [ye " ar

-7/2

¢ BT A iy,
‘ T -7/2 2
7/2
-7/2
Ck = i ';e_j(kwl_wo)t +
2T —](ka)l —a)o)

—j(ka)l + 600)

7/2
1 e—ﬂkw1+w0ﬁ

-7/2
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—j(ka)l—a)o)Z j(ka)l—a)o)z —j(ka)1+a)0)£ j(ka)1+a)0)1
E|e 2-e¢ 2 e 2 ¢ 2
Cr=— , + ;
T —]2(/(601 —a)o) —]2(/(601 +a)0)
i . T . T
- E sm(ka)l —a)o)g sm(kcol +a)0)5 /2
k T k(t)l—a)o ka)1+a)0 /2

Er sin(ka)l - a)o)%

Ck = — . + pu
(ka)1 —a)o)g (ka)l +a)0)5

sin(ka)l + a)o)g

Za impulse istosmjernog napona y(¢)=E za —t/2<t<t/2 je wy=0, te iz prethodnog izraza
dobijemo:

Ovaj nam je izraz poznat iz prvog primjera (48).

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Slika 2. Spektar amplituda RF impulsa za E=10, t=0,2, T=1, f;=1i fy=50
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1.2.4. Odredimo Fourierov red za slijed Diracovih é-impulsa periode T.

u(t) = iA' 5(t-nT)

n=-o00

f1:1/ T

A' je sadrzaj jednog 6-impulsa.
Rjesenje:

Podimo od rezultata iz prvog primjera:

A7 sinko, /2
T ka)l /2

Ak=

A je amplituda impulsa, T je perioda, a t je trajanje impulsa.
Ako trajanje impulsa T — 0, a istovremeno produkt A-t ostaje neizmijenjen A-t=A",
tada uz poznati postupak odredivanja limesa funkcije (sin x)/x (L'Hospitalovo pravilo), dobije

se transformat:

' o0
v= 4 > d(f-kj
T &0 T

0 '
u= > %5(f— k-f))

k=-00

Graficki prikaz slijeda Diracovih d-impulsa i Fourierovog transformata je na slici:

uit) Al

2T T o T 2T 3T 4T 5T BT
U
(b)

Slika 1. Slijed Diracovih &-impulsa (a) i
koeficijenti Fourierova reda (b)
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